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Prova do Processo Seletivo para Doutorado 2018-1

N® de inscricdo do candidato:

e Ultilizar APENAS o nimero de inscri¢do para identificar a sua prova;

e A interpretacdo das questfes é parte da avaliacao;

e Indique todos os célculos organizadamente;

e S&o0 DEZ (10) questdes, valendo UM (1) ponto cada, totalizando 10 pontos;

e O tempo maximo para a realizacao desta prova é de 4 horas;

e A prova pode ser feita a lapis ou caneta (azul ou preta) e € permitido utilizar
somente a calculadora.

e BOASORTE !l
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xy
,se (x,y) # (0,0 . .
1) Mostre que a fungéo f(x,y) = {xzﬂz (ey) # (0.0) é descontinua na origem.
0, se(x,y)=1(0,0)

Justifique sua resposta.

Resolucédo (1,0)
Considere a funcéo passando pela origem

Q) y=x
() =z =2, lmi=1
fx,y T2 7 im> =5
b) y = x?
x3 x3 x X
2y — — = lim —— =
f(X,X) x24+x* T x2(1+x2) " 1+4x2’ xl—r>r(1)1+x2

Como nao existe o limite em (0,0) = a funcédo é descontinua na origem.

2) Determine os pontos criticos da fungdo f(x,y)=x>—3xy+y’e diga se maximo,

minimo ou sela.

Resolucéo
0
£=3x2—3y=0 => y=x2
0
£=—3x+3y2=0 = —3x+3x*=0
_ 3y — x=0
x(-1+x°)=0 = {x3=1 o =1
parax = 0, ponto (0,0) (0,5)
parax = 1, ponto (1,1) !
o2 f o2 f o2f O
— = 6x; — = 6y; = = —
dx? dy? dxdy 0ydx
H(x y)=|6x =3 =36xy — 9 (0,5)
0-0 -3 6y :

Para o ponto (0,0) = H(0,0)=-9<0 = ponto de sela;

2
Paraoponto (1,1) = H(1,1)=25>0 e Zx—]; >0 = pontode minimo.
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3) Calcule a integral foz f_j%z =gy dx .

x2+y2
Resolucéo
X=reosb = rdrds; <0<, 0<r<2 (04)
y=rsenf 2 2

foz f_EEWr dédr = foz J%(cos 6 +sen 6)dodr = r |(2) sen® —cosf | 2, =
2 2

s

2

2 {sen% - cos% - [sen (—g) — cos (— %)]} =2(1+1)=4 (0,6)

4) Se a variavel aleatoria X tem densidade Normal(,u,az), sua funcdo geradora de
momentos é dada por

my (t):exp{yw%cfztz}.
Sabendo que Z tem distribuicdo Normal Padrdo e que Y =e”, determinar a

esperanca E[Y].

Resolucéo
Utilizando a funcdo geradora de momentos
my (t):exp{,ut+%02t2} =E[exp{t X} |

= E[exp{X} | =E[exp{t X }]Lzl

= ex { +302}

=EeXpq 4 >

1.
= m, (t) :exp{gt } (0,3)

— E[Y]:E[exp{z}] :exp{0+%12}:exp{%}:«/€ (+0,7)
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Qutra resolucdo

Calculando a densidade de Y e a sua esperanca:

Y =¢? = Y>0,z=In(y) e —=

= E[Y]:TyfY(y)dyzfyy\/lgexp{—%lnz(y)} dy

0

o1 1,5 w=In(y)< y=e"
=|—exp<i—=In dy ,fazendo

-([ p{ (y)} y {dyze‘”dw

E[Y] = J' Lexp{—lwz} e" dw, completando quadrados

=e?=e , pois J. rexp{—l(w 1) } dw=1 (é

aintegral dauma Normal (1,1)).  (+0,6)
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5) Suponha R, e R, variaveis aleatdrias independentes, ambas com densidade

uniforme no intervalo (O, 2). Determinar a probabilidade de R, >1, dado que

R, +R, <2.
Resolucéo
Usando probabilidade condicional
11
PI(R,=21) N (R +R, <2 an
P[R,21R +R,<2]= (Ri22) 0 (R+F, )L84:1321(1)
P[R +R, <2] 11 81 4
24
ou usando a geometria:
R +R, <2 R >1 (R=1)N(R +R,)<2

Caso o candidato tenha utilizado integral dupla e errado a probabilidade

condicional. (0,4)
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6) a) Se foi observada uma amostra X, =x;, X, =X,,..., X, =X, de uma populacdo
Normal(,u,az), demonstre que as estimativas de méaxima verossimilhanca de x e o°

sdo, respectivamente:

x, e &° =EZ(Xi X )

n
i-1 Nz

Q=

1 (x—p)?
. . o 1 —
verossimilhanca é um ponto de maximo e fy (x) = o
mo

b) O conceito de estatistica suficiente é importante em estatistica no sentido de se poder

concentrar a informacdo sobre o parametro. Formalmente tem-se: se X, X,,..., X, €
uma amostra de uma densidade f(x;8), em que 6 é um vetor de parametros, as
estatisticas S,,S,,...,S, sdo conjuntamente suficientes se, e somente se, a distribui¢éo
conjuntade X,, X,,...,, X, dadas S, =s,,S, =Ss,,...,S, =S, , ndo depende de 4.

A aplicacdo desta definicdo para se provar que um conjunto de estatisticas €
conjuntamente suficiente é, em geral, dificil. Um critério algébrico mais facil de ser
aplicado e dado pelo Teorema da Fatoracao, dado por:

Seja X,,..., X, uma amostra de uma densidade f(x;8) emque € € um vetor de
parametros. As estatisticas S,,...,S,sdo conjuntamente suficientes se, e somente se, a
densidade conjunta pode ser fatorada como:

=0(S,,--S,; DX, ... X,) ,
em que h(x,..,x,) € ndo negativa e ndo depende do pardmetro ¢ e a fungéo

g(s,,....S,;0) € nao negativa e depende de x,..,X, somente atraves das funcdes

n

S

re

n
Utilizando o Teorema da Fatoracdo, prove que as estatisticas SFZXi e
i=1

n
S, = Z X7 s&o conjuntamente suficientes para a normal(u, o?) .
i=1
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}

1 2
252 (Xi _/“)

exp{—

1
\27

1 0O

x:0) =] 1

Resolucéo
8) fu. x, Ouroo

1

0.2)
2 —Zyz X; + n u°

2%

1

n

a=X,
[
1 (0,4)

(o}

X,)

(o}

h(X,...,

9(51'52;:“’0'2) Z[

Portanto:



8/8

7) Sejam X, X,,..., X, uma amostra de uma populacéo Normal(,u,az), X, = in

i=1

S|

e S%= ﬁZ(Xi —X,)? . Séo grandezas pivotais:
4=l

(1) >;” —# (supondo que o? seja um valor conhecido)
7
X —u

(1) 7

Jn
(n-1)S?
1l
() =2

(a) Qual é a distribuicdo de cada uma das quantidades pivotais (1), (11) e (1) ,

apresentadas anteriormente. Basta citar o nome da distribuicao.

(b) Define-se x, como 0 « -quantil de uma densidade f, (x) se P[X>x ]=«.
Obtenha, em termos dos quantis apropriados, intervalos de confianga a 95% para 0s
pardmetros presentes nas grandezas pivotais (1), (11) e (Ill) , apresentadas

anteriormente.

Resolucéo
a)
(1) y Normal padréo
7
Xn —H
S
(1) /\/ﬁ t de Student com N—1 graus de liberdade
_ 2
(nr (n 12)8 qui-quadrado com n—1 graus de liberdade
o

1 resposta certa (0,2); 2 certas (0,3); 3 certas (0,4); a falta dos parametros (-0,1)
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b)
(1) Fazendo @‘”:z
7
X —u _ _
Zogrs S— < Zyg75 <:>(Xn Zogrs SHS X +—F= owsj (0,2)
o
M Gt
(1) Fazendo %:Tnl
Jﬁ
[ n—1:0,075 = S_’u<t_10975 <::{)Zn_\/satn 10975 = <X, + T —1;0,975} 0,2)
ﬁ
_ 2
(1) Fazendo (n-1)s° )S =y,
o?
(n— 1)S2 (n-1)S? (n 1)S?
(Zn—loozs— <Zn 10975 || 53— =0 (0,2)
An-1:0,975 Z n—1:0,025

Obs.: Os intervalos de confianca ndo sdo determinados unicamente. Qutros intervalos,
se corretamente construidos, serdo considerados. A questdo também é considera correta
caso o candidato tenha utilizado a definicdo usual de quantil:

O g-ésimo quantil de uma de uma densidade f (x) , COM notagao &, , COmo o menor

ndmero & que satisfaz Fy (£)>q.
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8) Um estudante de pds-graduacao executou um experimento, utilizando o delineamento
em quadrado latino, com o objetivo de comparar a produtividade de 5 cultivares de soja
(A, B, C, D e E). Ele estava precisando terminar as analises estatisticas, para apresentar
um trabalho em um congresso da &rea e, como ele ainda ndo cursou a disciplina de
Estatistica Experimental e soube que vocé entende do assunto, resolveu te procurar. Ele
Ihe mostrou os seguintes resultados, fornecidos pelo orientador dele, que ja havia
iniciado as andlises:

e Totais dos tratamentos, em Kg/parcela:

Ty =46,0; Ty =588; T,=573; Tp =617 Tz="74,5;
o (CV =14,85%;
e Nao houve parcela perdida no experimento, ou seja, 0 experimento €
balanceado;

e Teste F da analise de variancia para cultivares foi significativo.

Suponha que o interesse do estudante seja aplicar o teste de Student-Newman-
Keuls (SNK), pois seu orientador havia pedido. Somente com as informacdes
apresentadas € possivel aplicar esse teste? Se sua resposta for SIM, aplique o teste,
considerando a = 5%, concluindo corretamente e recomende a(s) cultivar(es) mais
produtiva(s). Caso sua resposta seja NAO, justifique sua resposta e indique qual ou

quais informacdes estdo faltando para que vocé possa aplicar o teste de SNK.

@MErro ; CV = +VQMErro . 100;

r ~

Dados: DMSy = q(sy; k; GLErro)

A(s%; 2, 12) = 3,08; Q(506: 3, 12) = 3,77; Q5% 4, 12) = 4,20; 5%: 5, 12) = 4,51;
A(s%; 2, 20) = 2,95; Q5% 3, 20) = 3,98; (5% 4, 20) = 3,96; 5% 5, 20) = 4,23 .

Resolucdo: Sim, é possivel.

ME B (CV-r’ﬁ)z
QMErro = 100
46,0+ 58,8+57,3+61,7+ 74,5

m= >e = 11,932

14,85:11,932 \ 2

QMErro = (“E222) =314 (02)



{HO: m; = my

arai # 1’
Ha: mi * mi' p

Médias ordenadas e letras: (0,2)

mE=7‘;—'5=14,90a
Mp = - = 1234 b
iy == =1176 b
e =2 = 1146 b
mA=46T'°=9,20 b

Calculo das DMS: (0,3)

QMErro 3,14

DMSs = q(su;5;12) — = 4,51 = = 3,57
QMErro 3,14

DMSy = qsu; 4;12) T 4,20 = 3,33
QMErro 3,14

DMS3 = qs50,;3;12) = 3,77 = 2,99
QMErro 3,14

DMS; = q(su;2;12) = 3,08 T = 2,44
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Conclusdo: Médias seguidas pela mesma letra ndo diferem entre si ao nivel de 5% de

probabilidade pelo teste de SNK. (0,2)
Resposta: A mais produtiva foi a cultivar E. (0,1)
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9) Um experimento de competicdo de cultivares de mandioca foi realizado utilizando-se
0 delineamento inteiramente casualizado com cinco repeticdes. As cultivares
comparadas foram IAC-5, IAC-7, IAC-11, Iracema e Mantiqueira. As produtividades
obtidas, em t/ha, foram:

Repeticdes
Cultivares 1 2 3 4 5 Totais
IAC-5 38,9 25,4 20,3 25,7 29,3 139,6
IAC-7 20,9 26,2 32,3 28,3 28,7 136,4
IAC-11 28,1 27,0 25,8 26,9 22,3 130,1
Iracema 38,7 43,2 41,7 39,0 40,3 202,9
Mantiqueira 47,8 47,8 44,7 50,5 56,4 247,2

(a) Apresente o modelo estatistico referente a esse experimento, descrevendo

adequadamente cada termo do modelo.

(b) Quais séo as pressuposicoes que o0 modelo exige para que os resultados da analise de

variancia e dos testes estatisticos sejam validos?

(c) Efetuar a Andlise de Variancia e concluir corretamente.

DADOS:
SQTotal = 2509,46
F(s; 4,16) = 3,01; Fs%: 5, 16) = 2,85; F(s; 4, 20) = 2,87; F5%:5, 20) = 2,71,
Foe: 4,16) = 4,77; Faw: 5, 16) = 4,44; F1o; 4, 20) = 4,43; F1%: 5, 20) = 4,10;

(d) Formule um contraste para comparar a produtividade média do grupo de cultivares
IAC com as demais (IAC vs demais) e aplique o teste de Scheffé a este contraste,

concluindo corretamente.

(e) Apresente 0 modelo linear de Gauss-Markov na forma matricial, descrevendo
adequadamente cada vetor e matriz do modelo, desse experimento. Apresente também

0s vetores e a matriz desse modelo.

(f) Apresente as matrizes e os vetores do sistema de equacdes normais (SEN) X' XB =

X'y, referente a esse experimento.
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Resolucéo
@yy =u+a; +ey,
em que

y;; € a produtividade observada na repeticdo j da cultivar i, comi =1,...,5e
j=1,..,5
u € uma constante associada a cada observacao;

a; € o efeito da i-ésima cultivar;

e;; € 0 erro associado a cada observacdo, sendo e;; ~N (0, d?).(0,1)
(b) Aditividade dos termos do modelo, homogeneidade de variancias, independéncia e
normalidade dos erros. (0,1)

(©)
Tabela 1 — Andlise de variancia da produtividade (0,25)
FV GL SQ QM F
Cultivar 4 2135,94 533,98 28,59
Erro 20 373,52 18,68
Total 24 2509,46
Teste F:
(0,05) {H°:m1.=m2=m3 —Ma =15 =M . .
H,: Existe pelo menos uma diferenca entre as médias das cultivares

Fso; 4,20 = 2,87; Fao; 4, 20) = 4,43
Feac > F1s = Rejeita-se Ho ao nivel de 1% de probabilidade pelo teste F. Portanto,
existe diferenca significativa na produtividade das cultivares de

mandioca. (0,1)

(d)Y =2my + 2m,; + 2m3 —3m, — 3ms (0,1)

{HO:Y:O
H,:Y#0

~

Y=2-2792+2-27,28+2-26,02—-3-40,58—-3-49,5=-107,80 (0,02)

DMS = J (I-1)-F -5 Y e = J (5—1)-443- == -30 = 44,57 (0,03)

r

|17| > DMS = Rejeita-se Hy ao nivel de 1% de probabilidade pelo teste de Scheffé. O
contraste Y € estatisticamente diferente de zero, ou seja, as cultivares Iracema e

Mantiqueira apresentam, em média, maior produtividade que as cultivares IAC. (0,05)



e Y=Xp+¢
em que
Y é o vetor de observagdes, de ordem 25x1;
X € a matriz de incidéncia, de ordem 25x6;
B é o vetor de efeitos do modelo, de ordem 6x1;
£ é 0 vetor de erros, com £ ~ N(0,162).  (0,05)

138,91
25,4
20,3
25,7
29,3
20,9
26,2
32,3
28,3
28,7
28,1
27,0
Y =1258|; X =
26,9
22,3
38,7
43,2
41,7
39,0
40,3
47,8
47,8
44,7
50,5
56,4

Matrizes e vetores (0,05)
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€12
€13
€14
€15
€21
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€23
€24
€35
€31
€32
€33
€34
€35
€41
€42

€44
€45
€51
€52
€53
€54

€55
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(f
[25 5 5 5 5 5]
|5 5 0 0 0 OI
XX=17 0 o5 o of ©%
|l5 000 5 0J|
5 0 0 0 0 5
[,Ll‘l _856,2_
[ a1 139,6
_|az| v _ 1136,4].
B—iagi, XY= 1301 (0,05)
la4J 202,9
as 247,72
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10) Um experimento foi instalado em parcela subdividida com o objetivo de comparar a

produtividade de cinco variedades de cana-de-aglcar (A, B, C, D, E) cultivadas em dois

espacamentos diferentes (1 e 2). O delineamento utilizado foi em blocos casualizados

com quatro repeticdes. Os resultados obtidos para a produtividade, dada em t/ha,

forneceram a seguinte analise de variancia:

Tabela da Analise de Variancia

Fontes de Variagédo GL SQ QM F
Espacamento (E) 1 0,21 0,21 0,02"™
Blocos 3 782,18 260,73 18,117
Erro(a) 3 43,20 14,40

(Parcelas) @) (775,59)

Variedades (V) 4 11054,60 2763,65 59,24™
Interacdo E x V 4 620,32 155,08 3,32
Erro(b) 24 1119,67 46,65

Total 39 13620,18

“significativo a 1%; ~ significativo a 5%; ™ néo significativo.

(@) Apresente o modelo estatistico referente a esse experimento, descrevendo

adequadamente cada termo do modelo.

(b) Avalie a precisdo do experimento.



16/8

(c) Faca o desdobramento da interagéo entre os fatores estudados, uma vez que a mesma
foi significativa. Aplique o teste F e o teste de Tukey, quando for o caso, concluindo
corretamente. Indique as variedades e 0s espacamentos que garantiram as maiores

produtividades. Considere a = 5%.
DADOS: (continua na pagina seguinte)

Quadro auxiliar (totais)

Variedades
Espagamentos A B C D E Totais
1 409,2 355,2 2717,2 2447 234,0 1520,3
2 361,3 406,6 278,0 2419 229,6 1517,4
Totais 770,5 761,8 555,2 486,6 463,6 3037,7

DADOS: (continuacao)
QMETrTrocombinado = 1085,46; GLErT0combinado = 27;

,QME
DMS = q(su; I; GLErro) = ;

Ai%; 2,3) = 4,50; 0%, 2, 24y = 2,92; Qs 2, 27) = 2,91;
A(s%; 5,3) = 7,90; Q(s%; 5, 24y = 4,17; Q(5%; 5, 27) = 4,13.
Fso: 1,3) = 10,13; Fs%: 1,24y = 4,26; Fsoe; 1, 27) = 4,21,
Feow; 4,3) = 9,12; Fsu; 4,24) = 2,78; Fsop; 4,27) = 2,73.
Resolucéo
@ yijk =pu+a;+ B +e€; +vi+avi + g,
em que
Yijk € a produtividade na parcela do bloco j que recebeu a k-ésima variedade
plantada como o i-ésimo espagamento, com i =1,2; j=1,..,4 e k =
1,..,5;
U € uma constante associada a cada observacéo;
a; € o efeito do i-ésimo espacamento;
p; € o efeito do j-ésimo bloco;
€;; € 0 erro aleatério da parcela;
¥, € 0 efeito da k-ésimo variedade;
ay;, € o efeito da interacdo entre Espacamento e Variedade;

& € 0 erro aleatdrio associado a cada observagéo, sendo que &, ~ N (O, a?).(0,1)
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(b) Avalie a preciséo do experimento.

JV@MErro(a) V14,40

CVParcela = T 100 = 75 94 -100 = 5 0
JOMErro(b) \/ 46,65
CVSubparcela = T 100 = W -100 = 8,99

Como ambos os CV foram inferiores a 10%, pode-se concluir que o experimento
teve alta precisdo tanto em nivel de parcela quanto de subparcela. (0,1)

(©
1. Desdobramento de Variedades dentro de Espacamento:
Tabela da Analise de Variancia (0,2)

FV GL SQ QM F
Variedades (Esp.1) 4 5705,80 1426,45 30,58"
Variedades (Esp.2) 4 5969,12 1492,28 31,99
Erro 24 1119,67 46,65

" Significativo a 5%
1.1. Variedades dentro do espacamento 1:

{H():mA =Mp =M¢c=Mp =Mg =M
H, :Existe pelo menos uma diferenga entre as médias

F(s%; 4,24y = 2,78
Feaic > Fse, = Rejeita-se Ho ao nivel de 5% de probabilidade pelo teste F. Portanto,
existe diferenca significativa entre as médias das variedades quando se utilizou o

espacamento 1.

Teste de Tukey:
i, 2my Vi
DMS = qsoy; 5: 249 /QME”"" =4 17\/m = 14,24 (0,05)
My ==2%=10230a (0,05
355,2

My = === 88380a
me =22 = 6930 b
My, =221 = 61,18 b
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Médias seguidas pela mesma letra ndo diferem entre si ao nivel de 5% de
probabilidade pelo teste de Tukey. (0,05)
Com o uso do espagamento 1, as variedades A e B foram as mais produtivas. (0,05)

1.2. Variedades dentro do espagamento 2:
{HO:mA =Mp =M =Mp =M =M
H, :Existe pelo menos uma diferenga entre as médias

Fsw; 4,24y = 2,78
Feac > Fseo = Rejeita-se Ho ao nivel de 5% de probabilidade pelo teste F. Portanto,
existe diferenca significativa entre as médias das variedades quando se utilizou o
espacamento 2.

Teste de Tukey:
{Hoﬂ m; = my

. .
H,:m; # my ViFl

DMS = qsoy; 5, 249 /QME”" = 4,17 /46 % — 14,24 (0,05)

Mg =T—10165a (0,05)
~ 361,3
4 = T = 90,33 a
e =22=6950 b
4
My =22 =6048 b
y=222=5740 b
4

Médias seguidas pela mesma letra ndo diferem entre si ao nivel de 5% de
probabilidade pelo teste de Tukey. (0,05)

Com o uso do espacamento 2, as variedades A e B foram as mais produtivas. (0,05)
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2. Desdobramento de Espacamento dentro de Variedades:
Tabela da Analise de Variancia (0,1)

FV GL SQ QM F
Espacamento (A) 1 286,80 286,80 0,26"™
Espacamento (B) 1 330,25 330,25 0,30™
Espacamento (C) 1 0,08 0,08 <0,01™
Espacamento (D) 1 0,98 0,98 <0,01™
Espacamento (E) 1 2,42 2,42 <0,01™
Erro combinado 27 - 1085,46

" N4o significativo

OBS: O valor fornecido do QMErrocombinado €Sta errado. Porém, foi considerado o
valor fornecido na correcéo, o que nao influencia na resolucdo da questao.

Para todos os testes, as hipoteses e 0 valor do Fiapelado S80 0S mesmos e dados
por:

{Hoﬂ m =m;=m
H,:Existe pelo menos uma diferenca entre as médias

F(s; 4,24y = 4,21

As conclusdes dos testes também sdo as mesmas, dado que todos os testes F
foram ndo significativos. Assim, Fec < Fsy = N&o se rejeita Ho ao nivel de 5% de
probabilidade pelo teste F. Portanto, ndo existe diferenca significativa na produtividade

média com o uso dos dois espacamentos, para todas as variedades. (0,1)



